Study on half-space problem for non-linear PDE in Fluid Dynamics and its application by 久保 隆徹 & KUBO TAKAYUKI
流体力学に現れる非線形偏微分方程式の半空間での
解析とその応用
著者 久保 隆徹
発行年 2012
その他のタイトル Study on half-space problem for non-linear PDE
in Fluid Dynamics and its application
URL http://hdl.handle.net/2241/118697
 様式Ｃ－１９ 
 
科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 
 
平成 24 年 5 月 26 日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）： 
本研究では，流体力学の基礎方程式であるNavier-Stokes方程式の重み付きLp空間での解析を
中心に行った．その結果，重み関数がMuckenhouptクラスに属している場合，外部領域，半空
間・摂動半空間においてStokes半群の重み付きLp-Lq評価を示すことができた．またそれを用い
て初期値に重みが付いている場合にもNavier-Stokes方程式の解の一意存在性や時間無限大で
漸近挙動も得ることができた．  
 
研究成果の概要（英文）： 
 In this study, we studied analysis of weighted Lp space of Navier-Stokes equation, which 
is the basic equation of fluid dynamics. As a result, if the weight function belongs to the 
Muckenhoupt weight class, we are able to prove the weighted Lp-Lq  estimates of Stokes 
semigroup in exterior domains, half-spaces and  perturbed half spaces. Moreover we could 
also show the unique existence of the solution to the Navier-Stokes equations and its 
asymptotic behavior in weighted Lp framework. 
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１．研究開始当初の背景 
流 体 力 学 の 基 礎 方 程 式 で あ る 
Navier-Stokes 方程式の数学的手法による
本格的な解析は，1934 年 Leray の研究によ
って始まった．彼は任意の初期データに対し
て時間大域的な弱解が少なくとも１つは存
在することを証明した．Leray による弱解の 
構成方法は Hopf により洗練された．彼の手
法はアプリオリ評価が解の存在を保証する
というものであり，今日の非線形偏微分方程
式論の基礎となっている．それから約 70 年
もの間，多くの人々によって研究されてきた
が，Leray が構成した弱解の一意性や正則性
については未だ解決をみていない． 
一方，一意的な滑らかな解の存在は初期値
や外力に制限をつけて知られているのが現
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状である．この研究は，後者に属している．
領域の形状においては，2 次元以上の全空間
や半空間，外部領域，また 3 次元以上の
aperture domain においては，初期値が小さ
い場合に時間大域解の一意存在性が示され
ている．また，今まで研究されていなかった 
摂動半空間においては次元が 2次元以上で小
さい初期値に対する時間大域解の一意存在
性を示すことができ，またその手法を用いて
2次元の aperture domain において同様の結
果を示すことが私の今まで行ってきた研究
でできている． 
 
２．研究の目的 
【Navier-Stokes 方程式の半空間での解析
をより詳細に行い，半空間からの摂動として
与えられる領域に応用する．】 
 現在，Navier-Stokes 方程式は全空間やそ
の摂動として与えられる外部領域において，
多くの研究の蓄積がある．しかし，その一方
半空間やその摂動として与えられる領域，特
に摂動半空間や aperture domain などの領
域では，外部領域と比較すると研究の蓄積が
少ない． 
そのため，流体力学の数学的な理論の大き
なテーマの一つである「領域の形状と流体の
流れとの関係」に対しては，現状では数学的
に十分答えられていない．本研究では，その
テーマへの数学的解答を与えるべく，全空間
や外部領域で示されていることを半空間や
その摂動として与えられる領域，特に 摂動
半空間や aperture domainで示し，それらの
領域での流体の挙動を解析することを目的
とする． 
(1) 半空間での定常解の研究 
 Navier-Stokes 方程式の定常解について
は，3 次元以上の外部領域において多くの数
学者によって研究がなされてきた．しかし，
2次元の場合については，Stokes' paradox と
の関係から定常問題は解かれていない．その
理由の 1つに挙げられるのが，全空間におけ
る 2次元 Stokes 方程式の基本解に log xの
項が現れてしまうためである ．一方，申請
者の今まで行ってきた研究から，半空間にお
ける 2次元 Stokes方程式の基本解には log x
の項が現れないことが分かっており，全空間
の場合よりも良い挙動をしているように思
われる．しかし，2 次元では定常解の無限遠
での減衰度が 1/|x|であることが期待できる
が，L2空間には属さないため同様の手法によ
り定常解の存在を示すことができない．とこ
ろが，1/|x|の減衰度をもつ解は弱 L2空間に
属することはよく知られており，弱 Lp 空間
での定常解の存在を示した Borchers-宮川，
小薗-山崎，山崎などの理論を見直し，弱 L2
空間での定常解の存在を証明する． 
(2) 重み付き Lp空間での解析 
 全空間や外部領域においては，重み付き Lp
空間で Lp理論の出発点である Helmholtz 分
解やレゾルベント評価が示され，そのことを
用いて Stokes 半群が生成されることが分か
っている．また，その Stokes 半群に対して
ある種の重み付き Lp-Lq評価が示されている．
しかし，摂動半空間ではこれらのことが示さ
れていない．そこで，半空間や摂動半空間で，
外部領域で用いた手法を用いて Stokes 半群
の重み付き Lp-Lq評価を求める．さらにこれ
らの評価を用いて非線形問題に応用し，非線
形問題における小さい初期値に対する時間
大域解の一意存在を証明する． 
(3) 2次元 aperture domain での定常解 
の安定性の研究 
 3次元以上の aperture domain では，定常
解の存在が示され，その安定性も示されてい
る．しかし，2 次元では，領域に対称性を仮
定することで，定常解の存在が示されており，
その定常解の小さい初期撹乱に対する漸近
安定性は菱田俊明氏（名古屋大学）との共同
研究により，弱 Lp 空間の議論を用いること
で示すことができた．しかし，領域に対称性
を仮定している点，初期値に smallness を
仮定する点など不十分な点は多い．そこで本
研究において，初期値に対する仮定をはずし，
漸近安定性を示す． 
 (4) 計算機援用証明法を用いた平行平板間
の流れの解析 
 計算機援用証明法を用いて平行平板間の
流れの解析を行う．平行平板間での定常流の
近似解（できれば非圧縮条件を満たすような
性質の良いもの）を求め，計算機援用証明法
を用いて（最大値ノルムや L2 ノルムの意味
で）その近くに真の解があることを示す．ま
た，精度保証付き数値計算を用いて近似解と
真の解の誤差評価を行う．  
 
３．研究の方法 
(1) 半空間での定常解の研究 
 3次元以上の半空間における定常問題の研
究においては，外部領域での定常解と比較し
て，無限遠での減衰度が良い定常流の存在を
示すことができている．2次元では定常解の
無限遠での減衰度が 1/|x|であることが期待
できるが，L2空間には属さないため同様の手
法により定常解の存在を示すことができな
い．ところが，1/|x|の減衰度をもつ解は弱
L2空間に属することはよく知られており，弱
Lp空間での定常解の存在を示した Borchers-
宮川，小薗-山崎，山崎などの理論を見直し， 
弱 L2空間での定常解の存在を証明する． 
(2) 重み付き Lp空間での半空間の解析（小
林孝行氏（佐賀大学）との共同研究） 
 外部領域においてはすでに重み付き Lp空
間における解析が進んでいる．Farwig-Sohr 
により全空間でのレゾルベント Stokes 方
  
程式の解の表現公式を用いて重み付き Lp空
間でのレゾルベント評価が示され，その結果
を岩下による cut-off テクニックを用いる
ことで，外部領域に拡張し，Bae-小林により
Stokes 半群の重み付き Lp-Lq評価が示され
ている． 
 半空間においても，全空間よりは煩雑では
あるが レゾルベント Stokes 方程式の解の
表現公式を得ることができている．この表現
公式を用いることで Farwig-Sohr の方法を
用いて，重み付き Lp空間でのレゾルベント
評価を示し，半空間での Stokes 半群の重み
付き Lp-Lq評価を示す．次に，摂動半空間へ
の応用として， cut-off テクニックを用い
ることで，摂動半空間での重み付き Lp-Lq評
価を示す． 
(3) 2次元 aperture domainでの定常解の安
定性の研究（菱田俊明氏（名古屋大学）との
共同研究） 
 2次元 aperture domain においては領域に
対称性を仮定した場合に無限遠での減衰度
が外部領域と比較して良い定常解の存在が
示されている．この定常解の安定性は弱 Lp
空間での議論を用いることで示された．しか
し，その結果は不十分な点が多い．実際，安
定性の議論には領域の対称性は必要ないが，
定常解の存在の議論には領域の対称性が必
要である．また，小薗-小川の結果から 2次
元では初期値の smallness を仮定しなくて
も安定性を導くことができるが，この結果で
は初期値の smallness を仮定して安定性を
導いている． 
 本研究の第 1段階として，Borchers-宮川
の手法を用いて，摂動が満たすべき方程式の
線形化方程式から導かれる半群を生成し，そ
の Lp-Lq評価を求めることを考える．さらに，
得られた半群の Lp-Lq評価を用いて，小薗-
小川の方法により初期値に smallnessを仮定
せずに定常解の安定性の証明を行う． 
(4)計算機援用証明法を用いた平行平板間
の流れの解析（長藤かおり氏（九州大学）と
の共同研究） 
 計算機援用証明法を用いることで 2次元平
行平板間での定常流の存在証明を行う．計算
機援用証明法を用いて定常流の存在証明を
行うためには，より良い性質をもつ定常流の
近似解を得ることが重要なポイントになる．
非圧縮粘性流体を考察する場合，非圧縮条件
が必要になる．この性質をもった近似解を得
ることが第一段階となる．この近似解が得ら
れれば，非線型偏微分方程式の解の存在に対
する計算機援用証明法の１つである Plum 法
を用いて証明することが可能である．本研究
においては第一段階である 
より良い性質をもつ近似解を得ることを考
える．もし，非圧縮条件を満たすような近似
解を得ることが困難な場合はある意味で 
非圧縮条件を満たすような近似解を構成す
る．計算機援用証明法を用いてその近似解の
近くに真の解があることを不動点定理によ
り示し，精度保証付き数値計算を用いてその
誤差評価を行う． 
 
４．研究成果 
(1) 半空間での定常解 
3次元以上の半空間での定常解の構成を従
来使われていたポテンシャル理論を用いずに
Fourier 変換を用いて実際に定常解の表示
を求めることができた．ただし，2 次元の場
合，その表示を用いても1/|x| がL2空間に属
さないということから，同様に示すことはで
きなかった．弱L2空間で解析をしなければい
けないが，未だそこまでの解析はできていな
い．これは今後の研究課題である． 
(2) 重み付きLp空間での解析  
 全空間や外部領域といった良く研究されて
いる領域においてはすでに重み付きLp空間の
Helmholtz 分解やレゾルベント評価が知られ
ており，その結果から導かれるストークス半
群の重み付き評価や非線型方程式への応用も
知られている．本研究では，それらの結果を
半空間と摂動半空間に拡張し，同様の結果を
得ることを試みた．その結果として一般の重
み関数のクラスであるMuckenhoupt クラスに
属する重み関数に対してそれを重みにもつLp
空間で Helmholtz 分解が成立することを摂
動半空間において示すことができた．また，
レゾルベント Stokes 方程式の解に対する重
み付きレゾルベント評価を得ることができ，
これにより重み付きLp空間においてStokes半
群が生成することができた．さらに，重み関
数を1+|x|,<x>とした場合の重み付きLp-Lq評
価を得ることができた． 
 また，それらを応用することですでに重み
がない場合に対して得られている解に対して
もし初期値がLn空間に属しかつ重み付きLn空
間にも属していれば同じ非斉次重みのついた
漸近挙動を得ることが出来た． 
 さらに異なる形の Stokes 半群の重み付き
Lp-Lq 評価も半空間，摂動半空間で得ること
が出来た．それにより，初期値が重み付きLn
空間のみに属している場合について非線形問
題の解の一意存在性と重み付き漸近挙動を得
ることが出来た．さらに，全空間と半空間の
場合には同様の評価が斉次重み|x|のついた
場合に対しても成立することがわかり，同様
に初期値が重み付きLn/(1-s)空間に属してい
る場合に対しても非線形問題の解の一意存在
性と重み付き漸近挙動を得ることが出来た．
この初期値が属する関数空間は重み考慮した
  
場合のスケーリング不変な関数空間であり，
今迄Lp空間で構築されてきた理論の重み付き
空間への拡張となっている． 
 さらに外部領域に対しては，Stokes 半群自
身の非斉次重みの付いたLp-Lq評価は重み関
数がMuckenhoupt クラスに入っていれば成立
することが示され，Stokes 半群の微分に対す
る評価では考える関数空間の指数が重みを考
慮した場合のスケーリング不変な関数空間の
指数以下であれば，全空間の場合と同じ減衰
度を得ることができ，指数がそれ以外であれ
ば，局所エネルギー減衰定理と同じ減衰度を
えることができることがわかった．これは重
みがない場合の自然な拡張として考えること
ができる． 
 この評価により，初期値が重みを考慮した
場合のスケーリング不変な関数空間に属し
ている場合に対して，非線形問題の解の一意
存在性と重み付き漸近挙動を得ることがで
きる．また，新しく得られた評価により外部
領域において得られている定常解の安定性
への応用も 4次元以上であれば重み付き評価
を用いて示すことができる． 
(3) 2次元 aperture domain での定常解の 
安定性の研究 
Aperture domain において Stokes作用素の
分数べきの評価を得ることがこの研究の重
要な鍵であるが，それを示すことは未だで
きていない．これは今後の研究課題である． 
(4) 計算機援用証明法を用いた平行平板間 
の流れの解析 
 非圧縮条件を満たす近似解を計算機上で
構成するのは煩雑であり，本研究では数値流
体力学でよく使われているペナルティ―法
を用いて解析することを試みた．その結果，
通常知られている誤差評価を Lp 空間へ拡張
することができた．しかし，その誤差評価の
最良定数などについては未だ分かっていな
いため，計算機援用証明法への応用は未だで
きていない．これも今後の研究課題である． 
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